T T T ,,, .
— P — P — Educacao e Desenvolvimento
A 4 . - A 4 . T pe
ENCONTRO DE PESQUISA na Perspectiva do Direito a Educacao
EDUCACIONAL
EM PERNAMBUCO

Eixo Tematico 3- Curriculo, Ensino Aprendizagem e Avaliacdo

O QUE ALGUNS PROFESSORES DOS ANOS FINAIS DO ENSINO
FUNDAMENTAL E ENSINO MEDIO SABEM SOBRE COMBINATORIA

Andrea Paula-UFPE
Fabiola Santos-EDUMATEC/UFPE

Cristiane Pessoa-EDUMATEC/UFPE

RESUMO

O presente estudo propds investigar como professores dos anos finais do Ensino Fundamental (6° ao 9° ano) e
Ensino Médio resolvem os quatros tipos de problemas (arranjo, permutagdo, produto cartesiano e combinacéo)
envolvendo a Combinatéria. Participaram deste estudo 12 professores escolhidos por conveniéncia, a exigéncia
era que todos fossem formados em Licenciatura em Matematica, sendo seis professores dos anos finais do
Ensino Fundamental (6° e 9° ano) e seis professores do Ensino Médio. Todos os docentes responderam a um
questionario com quatro problemas na qual os mesmos resolvessem da forma que quisessem (atraves de formula
ou somente pelas respostas ou por estratégias). Os resultados mostraram que a diferenca entre os professores
foram poucas, os professores do Ensino Fundamental se sairam melhor nos problemas de permutacéo e arranjo e
os do Ensino Médio no problema de produto cartesiano.
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1. Introducéo

O trabalho com conteldos de Combinatoria sdo indicados desde os anos iniciais do
Ensino Fundamental até o Ensino Médio de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais
— PCN (BRASIL, 1997), porém é na ultima etapa da educacdo basica que a Analise
Combinatoria é trabalhada formalmente.

De acordo com Pessoa e Borba (2009), para resolver problemas combinatérios,
existem diversas estratégias, tais como arvore de possibilidades, listagem, desenhos,
diagramas, quadros, tabelas, o Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou as formulas.
Segundo o PCN do Ensino Médio (BRASIL, 2000),

A Contagem, ao mesmo tempo em que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s6, permite também o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir sobre a
forma mais adequada de organizar ndmeros ou informagfes para poder contar 0s
casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma lista de formulas, mas como um



processo que exige a constru¢cdo de um modelo simplificado e explicativo da
situacdo. As formulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério
desenvolvido frente a resolucdo de problemas diversos e devem ter a funcdo de
simplificar calculos quando a quantidade de dados é muito grande. (pag. 127-128)

Acredita-se que o professor com Licenciatura em Matemaética tenha este conhecimento
e e trabalhe com seus alunos em sala de aula, seja essa nos anos finais do Ensino Fundamental
(6° a0 9° ano) ou no Ensino Médio.

Diante disso, nossa pesquisa tem como problematica as seguintes questdes Quais
facilidades ou dificuldades professores que lecionam Matematica nos anos finais Ensino
Fundamental (6° a 9°) e no Ensino Médio apresentam ao resolverem problemas
relacionados a Combinatoria? Quais sdo os tipos de problemas considerados mais

dificeis ou mais faceis pelos professores pesquisados?

1.1. A Combinatéria

A Combinatoria esta presente no nosso cotidiano, desde a escolha de uma roupa a uma
senha de um banco, emplacamento de carros, escolha do tipo de sucos ou de sorvete, estamos
combinando os elementos. Mas 0 que vem a ser a Combinatéria?

Segundo Merayo (2001) a Analise Combinatdria é a técnica de saber quantos objetos
h& em um conjunto sem realmente ter que conta-los, porque essa técnica ndo necessita listar
ou enumerar todos os elementos que formam o conjunto Os  problemas envolvendo a
Combinatoria, segundo Pessoa e Borba (2009) pode ser de quatro tipos, sendo eles: produto
cartesiano, permutacdo, arranjo e combinacao.

v Produto Cartesiano ™ Tem-se dois ou mais conjuntos distintos, que, ao ser

combinado um elemento de cada conjunto, sera formado um novo conjunto. Exemplo?
Maria tem 3 saias (uma azul, uma preta e uma verde) e 5 blusas (nas cores amarela,
bege, branca, rosa e vermelha). Quantos trajes diferentes ela pode formar combinando
todas as saias com todas as blusas?

v' Permutacao = Tem-se um conjunto e utilizam-se todos os elementos desse conjunto
para formar subconjuntos diferentes. Os subconjuntos se diferenciam quanto a
disposicao dos elementos, ou seja, a ordem dos elementos gera novas possibilidades.
Exemplo: De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmdo, meu

pai e minha mée na estante, de modo que elas fiqguem lado a lado?

Todos os exemplos para explicar os tipos de problemas envolvendo a Combinatoria foram retirados da
dissertacdo de Rocha (2011).



v' Arranjo - Tem-se um conjunto do qual sdo extraidos subconjuntos. A ordenacgéo de
elementos de um mesmo conjunto gera novas possibilidades. Exemplo: Para
representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mario e
Vitoria). De quantas maneiras diferentes poderdo ser escolhidos o representante e o
vice representante?

v Combinagéo - Tem-se apenas um conjunto do qual sdo extraidos subconjuntos e a
ordenacdo de elementos de um mesmo conjunto ndo gera novas possibilidades.
Exemplo: Uma escola tem 9 professores (Cristiano, lIsabel, Laura, Mateus, Nivea,
Pedro, Roberto, Sandra e Vitor), dos quais 5 devem representar a escola em um

congresso. Quantos grupos diferentes de 5 professores pode se formar?

Lembramos que o0s problemas podem ser resolvidos atraves de diferentes
representacdes (desenhos, listagens, arvores de possibilidades, tabelas, formulas, dentre

outras).

1.2. Formagao de professores

Em relacdo a pesquisa relacionada a formacgdo de professores podemos destacar
Shulman (1986), e de professores de Matematica, podemos destacar Ball (1991). Ball defende
gue o conhecimento que professor possui de Matematica se relaciona com seus pressupostos e
suas crencas sobre ensino-aprendizagem, alunos e o contexto da sala de aula diferenciando a
maneira como cada professor ensina a disciplina.

Poucas sdo as pesquisas relacionadas a formacdo de professores dos anos finais do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio, entretanto, uma pesquisa que merece destaque é a
pesquisa de Rocha (2011), a qual teve como objetivo investigar os conhecimentos que
professores do Ensino Fundamental e Médio tém sobre o ensino de Combinatéria. Para isto
foi realizada uma entrevista semiestruturada com dois professores de cada nivel (anos iniciais
e finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio). A pesquisa revelou que alguns professores
apresentaram dificuldades na diferenciacdo de problemas de arranjo e combinagéo, tanto na
leitura do enunciado, quanto na correcdo de estratégia do aluno; professores dos anos iniciais
do Ensino Fundamental, na analise dos tipos de problemas elegeram a forma do enunciado
como diferenciador, enquanto que professores de formacdo em Matematica apontaram

aspectos de suas estruturas.



Rocha e Ferraz (2011), em uma investigacdo sobre estratégias de professores na
resolugdo de problemas combinatorios, aplicaram um teste com oito problemas (dois de cada
significado - produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacéo). As autoras pretendiam
investigar as estratégias usadas por professores de diferentes formacdes e para isso contaram
com a participagdo de 29 professores (13 com formacéo em Pedagogia e 16 com formacgdo em
Matematica). As pesquisadoras observaram que as estratégias dos professores formados em
Pedagogia e dos formados em Matematica se diferenciavam. As estratégias mais usadas pelos
professores pedagogos foram a listagem, o desenho e a arvore de possibilidades, enquanto que
os professores de Matematica utilizaram o PFC seguido do uso de formulas. Ficando claro no
estudo das autoras que existem diferencas nas estratégias utilizadas pelos professores de
diferentes formacdes e também a prioridade do uso do PFC em detrimento ao uso de formulas
nos diversos problemas.

Rocha (2013) analisou a compreensdo de 11 professores de Matematica do Ensino
Médio em problemas de Andlise Combinatéria com énfase no Principio Fundamental da
Contagem. Para atingir este objetivo foi elaborado um teste com oito problemas
combinatérios (dois de cada significado) a partir do qual a autora queria observar se a
mudanca no numero de etapas influenciaria no desempenho dos sujeitos. O teste aplicado era
fechado no qual os professores precisavam marcar a alternativa que julgavam correta e
justificarem a escolha das suas respostas. A autora ainda observou que o numero de etapas
ndo foi uma dificuldade na compreensao dos problemas e também néo foi considerado dificil
pelos sujeitos da pesquisa. Entretanto, observou, que a maioria das justificativas se referiam
ao uso do PFC como estratégia para a resolucdo dos problemas, uma vez que o mesmo se faz
presente em todos os tipos de problemas combinatorios.

Outro estudo que podemos destacar também ¢é o de Lima (2013), que teve como
objetivo investigar o conhecimento dos professores sobre como o Principio Fundamental da
Contagem (PFC) pode ser utilizado na resolucéo de problemas de produto cartesiano, arranjo,
permutacdo e combinacdo A pesquisadora observou a forma como os professores utilizam o
PFC como estratégia para a resolucdo de problemas combinatorios e se os professores
utilizavam o PFC na construcdo das formulas usadas na Combinatoria. Os sujeitos foram
professores de escolas publicas (6° ao 9° do Ensino Fundamental e Ensino Médio) que tinham
Licenciatura em Matematica com cinco anos de experiéncia na area, na qual responderam a
entrevistas semiestruturadas divididas em quatro etapas distintas. A autora pretende, a partir

do estudo proposto, colaborar para o levantamento de conhecimentos docentes e préaticas de



ensino, em particular da Combinatoria, e, assim, trazer contribui¢cfes para o ensino de
Matematica na Educacao Basica.

Wagner, Bortoloti, Ferreira (2013), realizaram um estudo cujo objetivo foi identificar
se 198 estudantes de Matematica, sendo 132 pertencentes ao 3° semestre e 66 do 8° semestre
de universidades baianas compreendiam de conceitos de Combinatéria, sabiam diferenciar
arranjo e combinacdo, que estratégias de resolu¢fes empregaram e que erros cometeram. Os
estudantes resolveram duas questbes referentes a Combinatéria. Os autores utilizaram
trabalhos de andlise de erros e taxionomia dos objetivos educacionais como aportes tedricos
da pesquisa. Os resultados apontaram que, em relagdo ao periodo os autores constataram que
ndo fazia muita diferenca se o estudante esta no 3° ou 8° semestre, pois ao responderem as
duas questdes, a porcentagem final de acertos, erros ou ndo respondidas ficou muito pouco
diferente. Outro ponto destacado foi que das 147 resolugdes respondidas, apenas 21
estudantes conseguiram aplicar 0s conceitos necessarios para responder ao que a questao
solicitava, ou seja, resolver um problema de contagem utilizando um principio multiplicativo
ou a férmula de combinacdo. A 1° questdo, 179 estudantes recorreram a listagem de
possibilidades, j4 a 2° questdo a maioria recorreu a férmulas, porém erroneamente. Os
autores, diante destes resultados, também descobriram que dos dez cursos de Licenciatura em
Matematica investigados, somente a UEFS possuia em sua estrutura curricular uma disciplina
sobre Analise Combinatdria. Constataram que a UNEB, com seis cursos, e a UESB (campus
de Jequié) trabalhavam esse assunto em meio a outros contetdos elencados na ementa de uma
disciplina da grade curricular. J& a UESC e a UESB (campus Vitdéria da Conquista) ndo
abordavam especificamente o contelido de Combinatdria. Os autores chegaram a conclusao
que € necessario que o contetdo de Andlise Combinatoria se faca presente na estrutura
curricular dos cursos. Por outro lado, os estudantes também precisam modificar seus habitos

de estudo e recuperar o que nao foi aprendido, seja na educacao basica ou no ensino superior.

2. Procedimentos Metodologicos

O objetivo do presente estudo foi 0 de investigar o conhecimento de professores dos
anos finais do Ensino Fundamental (6° ao 9°) e Ensino Médio ao resolverem os quatros tipos
de problemas (arranjo, permutacdo, produto cartesiano e combinacdo) envolvendo a
Combinatoria.

No presente estudo, participaram 12 professores escolhidos por conveniéncia, a

exigéncia era que todos fossem formados em Licenciatura em Matematica, sendo seis



professores dos anos finais do Ensino Fundamental (6° e 9° ano) e seis professores do Ensino
Médio. Todos os professores responderam a um teste com quatro problemas? no qual os
docentes resolveram da forma que consideravam corretas (através da férmula ou somente

pelas respostas ou por outras estratégias). O teste é 0 que segue abaixo.

Nome:
Quanto tempo trabalha na area?
Idade:

Professor(a) responda as questdes abaixo:

1- Para a festa de S&o Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4 meninas
(Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos 0os meninos dancarem
com todas as meninas, quantos pares diferentes poderdo ser formados?

Resposta:
2- Calcule o nimero de anagramas da palavra AMOR.

Resposta:
3- O quadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes selecdes: Brasil,
Franca, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas podemos ter os trés primeiros
colocados?

Resposta:

4- Para brincar no pula pula do parque, podem entrar duas crian¢as de cada vez. Amanda,
Livia, Gisele e Joaquim estdo aguardando para brincarem. De quantas maneiras diferentes
podem ser formados grupos para brincar no pula pula?

Resposta:

A primeira questdo é de produto cartesiano, a segunda é uma permutacdo, a terceira
um arranjo e a quarta uma combinacgéo
A anélise foi feita levando em consideracédo trés pontos: a quantidade de acertos entre

o0s dois grupos de professores, 0s tipos de estratégias utilizadas e os erros cometidos.

3. Resultados e Discussdes

2 As questdes 1°, 2° e 3° foram retiradas de Pessoa (2009) e a 4° questdo foi retirada de Pessoa e Silva (2013).



Em relacdo ao primeiro ponto de andlise dos resultados, a quantidade de acertos
entre os dois grupos de professores, conforme a Tabela 1, abaixo, observamos que ndo houve
grande diferenca entre os grupos de professores. A nossa hipotese era de que, devido a
Combinatoria ser formalmente trabalhada no Ensino Médio, os professores desse nivel de
ensino se sairiam melhor do que os que ensinam apenas nos anos finais do Ensino
Fundamental. Talvez a formacdo ou experiéncias anteriores como professores do Ensino
Médio tenham influenciado na proximidade de desempenho entre os professores dos dois

niveis de ensino.

Professores
Problemas Ano Finais Ensino Medio
Produto Cartesiano (1° Questao) 4 6
Permutac¢ado (2° Questao) S) 4
Arranjo (3° Questao) 5) 5
Combinacao (4° Questio) 3 4

Tabela 1. Acertos das questfes por grupo de professores.

O problema que envolveu o produto cartesiano foi 0 que os professores do Ensino
Médio acertaram na sua totalidade, seguido pela questdo envolvendo arranjo, ja para oS
professores dos anos finais do Ensino Fundamental, o problema envolvendo permutagéo e
arranjo foi o que os mesmos mais acertaram. Se levarmos em consideracdo as questdes que
tiveram o numero de erros nos anos finais do Ensino Fundamental foi a questdo envolvendo a
combinacéo, ja no Ensino Médio, as questdes foram as de permutacdo e combinacao.

Em relacdo ao segundo ponto de discussdo, os tipos de estratégias utilizadas,
observamos que alguns professores utilizaram como estratégias a arvore de possibilidades,

férmulas dos problemas ou simplesmente colocaram a resposta sem estratégia alguma.

Resolveram utilizando arvore de possibilidades

1- Para a festa de Sdao Joao da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Joao) e 4
meninas (Maria, LLuiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos
os meninos dancarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderao
ser formados?

Resposta: 42 danone Aifore . Aro S




Figura 1. Resposta correta do Professor 3, dos anos finais do Ensino Fundamental, na qual se

esgota todas as possibilidades.
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Beatriz) que querem dangar quadrilha. Se todos

1- Para a festa de Sa
quantos pares diferentes poderao

meninas (Maria, Luiza, Clara e
os meninos dangarem com todas as meninas,

ser formados?
_~rMouotao~

e Y] AN = S . ] - B
Pedre T foriz o 4 SOCR T—dom g 4
t elorton ~ @ Louton

ST 2N APV T ISN VN

3 o U\)L,Q o ML A ON 2
w\f = Josas :1) (=N & Z. f
- S KX LRouvos
\ Y e &tav g))

Resposta: _____ 42 omwowmesrtor>

Figura 2. Resposta correta do Professor 1, dos anos finais do Ensino Fundamental, na qual se

esgota todas as possibilidades.
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Figura 3. Resposta correta do Professor 1, do Ensino Médio, na qual se esgota todas

possibilidades.

as



Estas respostas também aparecem no estudo de Rocha e Ferraz (2011), no qual os
professores ao responderem as questdes que envolviam a permutagdo resolveram através da
arvore de possibilidades. Como também os professores participantes deste estudo acertaram

todas as questdes de produto cartesiano.

Resolveram utilizando o Principio Fundamental da Contagem ou a formula

>_ Calcule o nimero de anagramas da palavra ANMOR.

Resposta: - e, = N LR AVA V- > —

Figura 4. Resposta correta do Professor 5, dos anos Tinals do Ensino Fundamental, através do
principio fundamental da Contagem.

2- Calcule o namero de anagramas da palavra AMOR.
) AMO <
1 - / e
),, DA/ ) f
7 4 Al <
J = { > & J ,// ) X ) M A =
/ )
i ¥ /A4 <D \ < gy =" \ N / )
Resposta: ___~/ “f /AN O/ IARS c7<l /1 AL Al =

Figura 5. Resposta correta do Professor 5, do Ensino Médio, através do Principio Fundamental
da Contagem.

3- © quadrangular final da Copa do Mundo serda disputado pelas seguintes

selecSes: Brasil., lA-v-;-nf;;L Allemanha e Argentina. De guantas manciras distintas
podemos ter os trés primeiros colocados?

Resposta: _
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Figura 6. Resposta correta do Professor 6, dos anos finais do Ensino Fundamental, através da

féormula do Arranjo.

Resposta:s (o= e

A2 RE ST A

Figura 7. Resposta correta do Professor 1, dos anos finais do Ensino Fundamental, através da

formula da Combinacéo.

O uso da formula para resolucdo também foi observado no estudo de Pinheiro (2008)
no qual, estudantes de Licenciatura em Matematica se utilizaram das formulas para
responderem os problemas. Estes dados nos mostram quanto os professores que cursam este
tipo de Licenciatura estdo habituados a este tipo de resolu¢cdo, mesmo quando os valores séo

baixos e os problemas poderiam ser resolvidos via outra estratégia menos formal.

Resolveram utilizando a listagem

Aw—w—~r~—l C A ) e )
N e e S CP G

Resposta: G v WA e 4o C
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Figura 8. Resposta correta do Professor 3, do Ensino Médio, com resposta correta, utilizando a
listagem.

entrar duas criancas de cada ve=.
indo para brincarem. IDe quantas
para brincar no pula pula?

/ A * = 4
) A S CPA MANDA « Grscc=)
Resposta: 5 g [ = N > / = o 4 J
P == /VYIAANC 1122 S /DM E Feg—n/ I £
; i . S > > > 3 < R

N

Figura 9. Resposta correta do Professor 5, do Ensino Médio, com resposta correta, utilizando a
listagem.

Vale salientar que estes tipos de estratégias utilizadas foram observados apenas nos
professores do Ensino Médio. Percebe-se uma quantidade pequena de professores que se

utilizam de estratégias alternativas a formula ou ao PFC.

Resolveram sem o uso de estratégias

3. O qguadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes
sclecSes: Brs < 1;a e Argentina. [De quantas manciras distintas
rodemos ter < = i = olocados

Respostas 244 SV e as

Figura 10. Resposta correta do Professor 6, do Ensino Medio, nao usou estratégia em sua
resolucéo.

Apenas um professor do Ensino Médio respondeu sem utilizar estratégia alguma.
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Ja em relacdo ao terceiro eixo da analise, os erros cometidos, foram os mais diversos

observados, desde o uso da formula ndo adequada até erros simples do ndo esgotamento das

possibilidades. Conforme os exemplos abaixo:

2- Calcule © nuamero de anagramas da pPpalavra ANMOR._

Resposta:r = 1 -

Figura 11. Resposta incorreta do Professor 4, anos finais do Ensino Fundamental, nédo

esgotando as possibilidades do anagramas.

3- O guadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes
selegdes: Brasil, Franca., Alemanha € Argentina. De guantas maneiras distintas
podemos ter os trés primeiros colocados?

Resposta:

Figura 12. Resposta incorreta do Professor 5, do anos finais do Ensino Fundamental, na qual

nao usou estratégia em sua resolucéo.

4- Para brincar no pula pula do parque. podem entrar duas criancas de cada vez.
A manda. Livia, Gisele e Joaquim estiao aguardando para brincarem. IDe guantas
maneciras diferentes podem ser formados grupos para brincar no pula pula?

(22.¢ 3. s 2y — X &

Resposta: LA Lemaaey o=
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Figura 13. Resposta incorreta do Professor 3, dos anos finais do Ensino Fundamental, errando
a formula do problema.

Resolveu utilizando uma estratégia inadequada

A4-Para brincar no pula pula do parque., podem entrar duas criancas de cada ve=.
Amanda. I ivia, Gisele e Joaguim estido aguardando para brincarem. IDe guantas
maneiras diferentes podem ser formados grupos para brincar no pula pula®

=2 - & A =
A =

v

l‘{csp;(sstu: - R 5 - - . o I B

Figura 14. Resposta incorreta do Professor 2, do Ensino Médio, utilizando uma estratégia
inadequada.

Estes tipos de erros também foram encontrados no estudo de Rocha e Ferraz (2011),
no qual as autoras perceberam que os professores de formados em Pedagogia utilizavam a
estratégia da listagem e os professores com Licenciatura em Matematica, usavam o PFC ou
formulas e que ambos os grupos de professores cometeram erros, 0s pedagogos,
possivelmente, pela falta de conhecimento aprofundado em relacdo ao conteddo e 0s
licenciados em Matematica, talvez por falta de experiéncia no ensino deste conteudo

especifico.

4. Considerac0es Finais

Percebemos que neste estudo existe uma pequena ndo ha grande diferenca entre os
professores dos anos finais do Ensino Fundamental em relacdo ao Ensino Médio. Pensamos
que o quantitativo de sujeitos desta pesquisa e € baixo e que este resultado poderia ser

diferente se o quantitativo fosse maior.
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Percebemos que a formacdo especifica na &rea de Matemética ndo garantiu aos
docentes o acerto total das questdes de Combinatoria apresentadas. Nos anos finais do Ensino
Fundamental os acertos se concentraram mais nos problemas de permutacdo e arranjo. No
Ensino Médio os acertos se concentraram nos problemas de produto cartesiano. Acreditamos
que uma preparacdo maior destes professores com formagdes continuadas voltadas para tal
temaética, poderd mudar este desempenho no de ensino de Combinatdria entre os professores
atuantes nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

Desta forma, espera-se que este estudo tenha alcancado os objetivos de contribuir
sobre o conhecimento de Combinatdria entre professores que cursam a Licenciatura em

Matematica.
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